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Résumé :
On étudie des suspensions non browniennes modèles très onentrées, en régime de Stokes, par simu-
lation numérique, en ne gardant que les interations hydrodynamiques dominantes (lubriation) entre
partiules voisines. Le ontat solide est possible en raison de leur rugosité de surfae. L'éoulement
stationnaire de isaillement est régi par des lois de omportement analogues à elles des matériaux
granulaires.
Abstrat :
Rheologial properties of highly onentrated non-Brownian model suspensions in the Stokes régime
are studied by numerial simulations, in whih only the dominant hydrodynami interations between
neighbouring partiles are kept. Constitutive laws similar to those ruling granular materials apply to
steady shear ows.
Mots lefs : suspensions très onentrées ; frottement interne ; visosité eetive
1 Introdution
La modélisation des éoulements granulaires denses a réemment bénéié de progrès substantiels, ave
la formulation de relations onstitutives robustes et eaes [5℄, sous la forme de lois de frottement et
de dilatane, qui généralisent les propriétés de l'état ritique des géoméaniiens [10℄ à des éoulements
stationnaires en régime inertiel. Ces lois ont été identiées, notamment par la simulation numérique [4℄,
en onsidérant (à 2 ou 3 dimensions) un isaillement stationnaire uniforme, omme illustré sur la
gure 1, dans lequel on xe la ontrainte normale σ22 = P , en imposant un taux de isaillement
γ˙. Les lois onstitutives [5℄ sont des généralisations tensorielles des relations exprimant pour un tel
éoulement de Couette la ompaité Φ et le frottement eetif µ∗ = σ12/σ22 en fontion du nombre
d'inertie I = γ˙
√
m/PdD−2 en dimension D, ave des partiules de diamètre moyen d et de masse m,
sous la forme [4, 8℄ :
Pour I assez faible (typiquement, I < 0.1), µ∗ = µ∗0 + cI
α
et Φ−1 = Φ−1
0
+ eIν . (1)
L'état ritique de la méanique des sols (en isaillement simple), obtenu dans la limite quasi-statique,
I → 0, se aratérise par le frottement interne µ∗
0
et la ompaité ritique Φ0.
Le propos de ette ommuniation est de dégager le même type de loi onstitutive pour l'éoulement
d'une suspension très dense, en régime de Stokes, dans laquelle les grains solides interagissent par
ontat s'ils parviennent à se touher, mais également par des  quasi-ontats , intersties de faible
épaisseur transmettant les fores hydrodynamiques dominantes (f. g. 1). C'est l'approhe adoptée
dans la réf. [3℄, ii poursuivie par des moyens numériques, pour des systèmes modèles dérits au  2,
dont on simule l'éoulement de isaillement simple sous ontrainte normale ontrlée omme sur la
gure 1. Les résultats sont rapidement présentés au  3 pour des billes sans frottement au ontat et
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Fig. 1  Éoulements de isaillement stationnaires uniformes étudiés. Les onditions aux limites, péri-
odiques ave translation de Lees-Edwards (shéma de droite), imposent un éoulement de Couette ave
gradient γ˙ = −∂v1/∂x2 (èhes horizontales rouges à gauhe ) et telles que la hauteur de la ellule
s'ajuste pour maintenir une ontrainte normale σ22 onstante (èhes vertiales vertes).
2 Matériaux modèles
Nous onsidérons des éhantillons de N billes (sphères identiques de diamètre d) ou disques (distribution
uniforme des diamètres entre 0, 7d et 1, 3d) dans un uide newtonien inompressible de visosité η, et
nous plaçons dans la limite des faibles nombres de Reynolds (régime de Stokes), en érivant que la




et de ontat F
C
est nulle, égalité
impliquant des veteurs de dimension égale au nombre de degrés de liberté.
2.1 Interations
Adoptant les hypothèses de Ball et Melrose [6, 2℄ (qui sont également elles de la réf. [7℄ dans le
ontexte du ompatage) nous ne gardons que les interations hydrodynamiques ouplant les grains
prohes voisins (distane entre surfaes < h
max
), de sorte que la matrie de résistane hydrodynamique
Ξ dénie par la relation de F
H
aux vitesses V, F
H = −Ξ · V, a la même struture reuse que la
matrie de raideur assoiée à un réseau de ontats. Par ailleurs l'eet de lubriation [2℄ attribue
dans le blo Ξ
ij
, assoié aux grains i et j séparés par la distane hij , au terme ξN (hij)nij ⊗ nij
ouplant fore et vitesse relatives normales (nij est le veteur unitaire normal aux surfaes), la forme
ξN (hij) = −
3piηR2ij
2hij
, qui diverge dans la limite des faibles intersties. (Ii Rij se déduit des rayons
Ri et Rj = par 2RiRj/(Ri + Rj)). Suivant [6℄, on ne garde que es termes dominants dans Ξ pour
des grains non frottants, pour les paires de voisins telles que hij < hmax ave une ertaine distane
de oupure h
max
. En présene de frottement on introduit de surroît des ouplages hydrodynamiques
tangentiels, non singuliers ou divergeant au pire logarithmiquement pour hij → 0 [2℄. En prinipe, e
terme de lubriation en 1/h interdit tout ontat entre surfaes solides en un temps ni. Toutefois [6℄,
dans une suspension isaillée ave e modèle apparaissent très rapidement des intersties si mines
(h < 10−6d) que le modèle s'en trouve dépourvu de sens physique. Dans la pratique, la lubriation
idéale, résultat de l'hydrodynamique marosopique entre deux surfaes parfaitement lisses, ne peut
pas dérire les intersties si mines que la rugosité des surfaes entre en jeu. Des ontats entre aspérités
sont alors possibles. Un modèle simple onsiste à adouir la singularité de ξN (h) omme indiqué sur la
gure 2, en remplaçant la ourbe par sa tangente pour h ≤ h
min
, puis en laissant ξN (h) onstant dans
les as, désormais possibles, de grains en ontat (h ≤ 0). S'il y a lieu, on supprime de façon similaire
la divergene logarithmique des autres termes de Ξ
ij
. Et en as de ontat, on modélise les fores de
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Fig. 2  Coeient ξN de la matrie de résistane hydrodynamique fontion de l'épaisseur d'interstie
h : oupure à h
max
, régularisation de la singularité en 1/h pour h < h
min
.
éventuellement l'élastiité tangentielle et le frottement [4℄. On fait alors l'hypothèse simple d'additivité
des fores de ontat et hydrodynamiques.
2.2 Analyse dimensionnelle, forme des relations onstitutives.
Étant donné la ontrainte imposée P (= σ22), l'élastiité des ontats onduit à dénir la raideur
sans dimension κ [4, 8℄ telle que la déexion élastique typique des ontats soit ∝ κ−1 (sous l'eet de
fores d'ordre PdD−1). La limite κ→∞ orrespond aux grains rigides indéformables, et l'observation
suggère qu'elle est approhée en bonne approximation pour κ ≥ 104. Les solliitations introduisant
les paramètres de ontrle P et γ˙, on dénit un nombre visqueux  analogue du nombre inertiel
 par V =
ηγ˙
P
. V peut être vu omme le rapport du temps d'érasement d'un interstie visqueux
transmettant la fore PdD−1, soit η/P , au temps de isaillement 1/γ˙. La limite V → 0 représente
l'approhe de la déformation quasi-statique, pour laquelle le système transite par des états où un
réseau de ontats (ou de quasi-ontats ave des fores hydrodynamiques répulsives [7℄) porte des
fores équilibrant le hargement. On doit retrouver les paramètres µ∗
0
et Φ0 de l'état ritique dans ette
limite. On identiera don des lois analogues aux relations (1), donnant µ∗ et Φ fontions de V au lieu
de I, ave des oeients α, c, e, ν diérents. Pour traduire es résultats sous la forme plus lassique






. À noter que dans la limite κ→∞
le rapport η/η0 à Φ donné ne peut pas dépendre de γ˙ (ar le taux de isaillement n'entre dans auun
rapport adimensionné des paramètres du problème).
3 Résultats 3D : billes non frottantes
Les simulations de systèmes 3D onstitués de billes lubriées identiques de diamètre d ont été menées
à bien sur des éhantillons de 256 à 1372 partiules, ave un paramètre de raideur κ = 105, une
oupure inférieure de la loi de lubriation (liée aux aspérités de surfae) h
min
= 10−4d et une oupure
supérieure h
max
/d de 0, 1 ou 0, 3. Les mesures de σ12, dont on déduit le frottement eetif µ
∗ =
σ12/P , de la ompaité Φ et d'autres aratéristiques (mirostruture) sont prises sur un intervalle de
déformation γ de quelques dizaines au moins, en s'assurant que le gradient de vitesse reste homogène
(pas de loalisation du isaillement). On vérie la stationnarité de l'éoulement et on obtient des
barres d'erreurs par la  méthode des blos de données  [1℄. La gure 3 montre les résultats obtenus
pour µ∗ et Φ. On voit l'approhe graduelle des onditions ritiques quasi-statiques µ∗
0
≃ 0, 1 et Φ0 ≃
0, 64, même s'il faudrait atteindre des V enore plus faibles pour faire apparaître plus lairement es
limites. La gure 4 donne la visosité eetive, que l'on voit graduellement diverger à l'approhe de
Φ0 (sans que l'on soit à même de dégager un omportement asymptotique lair). La omparaison des
onditions P imposée et Φ imposée montre bien que les utuations de ontrainte dans le seond as




































Fig. 3  Frottement interne µ∗ (à gauhe) et ompaité Φ (à droite) fontions du nombre visqueux V.
le frottement eetif se omporte de la même façon. Elle souligne l'avantage de notre proédure de
simulation par rapport aux aluls lassiques à volume ontrlé [9℄, qui sont onfrontés, surtout pour
les éhantillons de taille modeste [6℄ au  bloage  apparent du système (pi de ontraintes). Enn,
sur les gures 3 et 4, la oïnidene des résultats à petit V pour les deux valeurs de h
max
hoisies justie
que l'on néglige les termes non singuliers dans la matrie Ξ. Des diultés d'ordre numérique (matries




































Fig. 4  À gauhe : rapport de la visosité eetive à elle du uide interstitiel, η/η0 fontion de Φ.
À droite : 3 graphes omparent les simulations à ontrainte σ22 imposée (en noir) et à volume imposé
(en rouge), pour µ∗, σ12 et Φ. Pour la valeur de γ˙t orrespondant à la vertiale en pointillés, on xe Φ
à sa valeur moyenne dans les aluls préédents à P imposée.
mal onditionnées, impréision des algorithmes) limitent, dans nos aluls (pour le hoix exigeant de
h
min
= 10−4d, motivé par l'approhe du système lubrié idéal), la proximité de la densité limite Φ0,
orrespondant aux petits nombres V, qu'il est possible d'atteindre en un temps raisonnable (même si
l'approximation retenue et la simulation à ontrainte normale imposée permettent d'en approher plus
loin que la littérature réente [9℄).
4 Résultats 2D : disques frottants
An de mieux mettre en évidene l'approhe du même état ritique pour les grains ses (I → 0) et
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avons simulé des systèmes de 896 grains en 2D, ave la même loi de lubriation qu'en 3D, mais le
oeient de frottement µ = 0, 3 aux ontats, κ = 104, h
max
/d = 0, 5 et les valeurs 10−2 et 10−4 pour
h
min
/d. Nous avons également simulé les éoulements de grain ses quasi-rigides (κ = 104) analogues
Fig. 5  Frottement eetif µ∗ fontion de V (à gauhe) dans la suspension modèle, pour h
min
= 10−2d
(ourbe rouge) et h
min
= 10−4d (en bleu). À droite : µ∗ fontion de I dans le matériau granulaire
se, pour le même frottement intergranuaire µ = 0, 3 (en haut) et pour µ = 0 (en bas). Les ourbes
ontinues ajustent les points par les relations (1) ou leurs versions visqueuses.
(µ = 0, 3). L'observation des gures 5 et 6 permet de onlure que l'on approhe omme prévu du même
état ritique dans la limite quasi-statique. On remarque aussi que l'approhe de l'état ritique des
Fig. 6  Analogue de la gure 5 pour la ompaité fontion de V à gauhe, de I à droite.
grains (ses) non frottants est beauoup plus lente (e qui peut expliquer les diultés des simulations
de billes lubriées du  3). Les tableaux 1 donnent les valeurs des paramètres des lois de type 1 qui
ajustent au mieux les données. Il apparaît que les paramètres des lois de puissane exprimant l'éart
à la limite quasi-statique dièrent entre les grains ses et les pâtes, et dépendent également pour es
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α c Φ0 ν e
10−2 0.213 ± 0.007 0.22± 0.02 0.285 ± 0.005 0.817 ± 0.002 0.49 ± 0.01 0.530 ± 0.011




α c Φ0 ν e
0.3 0.208 ± 0.002 0.81± 0.03 0.79 ± 0.10 0.8228 ± 4.10−4 0.87 ± 0.02 0.356 ± 0.02
0 0.094 ± 0.002 0.52± 0.01 0.54 ± 0.01 0.8416 ± 3.10−4 0.67 ± 0.01 0.213 ± 0.004
Tab. 1  Meilleurs paramètres pour les éqs. 1, sous forme inertielle ou visqueuse, pour les grains ses
et les pâtes étudiés.
5 Quelques onlusions.
Nos simulations montrent l'intérêt de l'approhe  ontrainte normale imposée  dans l'étude de la
rhéologie des suspensions denses : on approhe alors beauoup plus aisément de la onentration de
bloage. Elles mettent partiulièrement en évidene l'importane de l'état ritique dans l'étude des
suspensions très denses. C'est à la ompaité ritique que diverge, omme (Φ0 − Φ)
−1/ν
ave nos
notations, la visosité eetive. Les suspensions denses s'avèrent sensibles aux ontats intergranulaires.
La question  quelle est la visosité eetive d'une suspension de billes solides identiques à la ompaité
Φ, régime de Stokes ?  est dénuée de sens physique : la rhéologie de e système dépend des ontat
solides, de la rugosité et du frottement des surfaes.
D'autres résultats non exposés ii onernent la mirostruture  e sont les fores de ontat entre
grains solides qui dominent dans la transmission des eorts à faible nombre visqueux V  ou enore
l'eet de fores répulsives de ourte portée ou les diérenes de ontraintes normales.
Il onviendrait de prendre en ompte, dans un modèle plus omplet, la partie à longue portée des
interations hydrodynamiques et les éoulements de ltration, an de dérire les eets ouplés du taux
de déformation et de gradients de onentration.
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